BACCALAUREAT 2025 AMERIQUE DU NORD S SPECIALITE
SESSION MAT 2025 — CORRECTION DE L’EXERCICE 4

La correction de cet exercice montre 1’utilisation de Maxima pour résoudre cet exercice du
baccalauréat S spécialité.

Enoncé de I’exercice (Source : Annales de ’APMEP)

La partie C est indépendante des parties A et B.
Partie A

On donne ci-dessous, dans un repere orthogonal, les courbes 6, et 6», représentations gra-
phiques de deux fonctions définies et dérivables sur R. L’une des deux fonctions représentées
est la fonction dérivée de I’autre. On les notera g et g’.

On précise également que :

* La courbe %) coupe I’axe des ordonnées au point de coordonnées (0 ; 1).

* La courbe %> coupe I’axe des ordonnées au point de coordonnées (0 ; 2) et ’axe des
abscisses aux points de coordonnées (—2; 0) et (1; 0).

€

1. En justifiant, associer a chacune des fonctions g et g’ sa représentation graphique.

2. Justifier que I’équation réduite de la tangente a la courbe représentative de la fonction g
au point d’abscisse O est y =2x+ 1.

Partie B
On considere (E) I’équation différentielle
y+y' =QRx+3)e™F,

ou y est une fonction de la variable réelle x.
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1. Montrer que la fonction fy définie pour tout nombre réel x par fo(x) = (x* +3x)e™* est
une solution particuliere de 1’équation différentielle (E).

2. Résoudre I’équation différentielle (Ep): y+y' =0.
3. Déterminer les solutions de I’équation différentielle (E).

4. On admet que la fonction g décrite dans la partie A est une solution de 1’équation
différentielle (E).

Déterminer alors I’expression de la fonction g.

5. Déterminer les solutions de 1’équation différentielle (E) dont la courbe admet exacte-
ment deux points d’inflexion.

Partie C
On considere la fonction f définie pour tout nombre réel x par :

f)=(x*+3x+2)e”"

1. Démontrer que la limite de la fonction f en +oo est égale a 0.

On admet par ailleurs que la limite de la fonction f en —oo est égale a +oo.

2. On admet que la fonction f est dérivable sur R. On note f’ la fonction dérivée de f sur
R.

a. Vérifier que, pour tout nombre réel x, f'(x) = (-x* —x+1)e™".
b. Déterminer le signe de la fonction dérivée f’ sur R puis en déduire les variations
de la fonction f sur R.

3. Expliquer pourquoi la fonction f est positive sur I’intervalle [0; +ool.

4. On notera 6y la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal
(O ; _f, 7) On admet que la fonction F définie pour tout nombre réel x par F(x) =
(—x* —5x—7)e™* est une primitive de la fonction f.

Soit ¢ un nombre réel positif.

Déterminer I’aire </ (a), exprimée en unité d’aire, du domaine du plan délimité par 1’axe
des abscisses, la courbe € et les droites d’équation x =0 et x = a.

Résolution avec wxMaxima
1 Partie A

1. C2 négative pour x<-2, et C1 décroissante sur cet intervalle C2 positive pour -2<x<1 et CI
croissante sur cet intervalle C2 négative pour x>1 et C1 décroissante sur cet intervalle donc
C1 correspond a la fonction g et C2 & la fonction g’. 2. g(0)=1 et g’(0)=2.

Equation de la tangente en 0 :y=g’(0)(x-0)+g(0)
(% i2) g0:1;gp0:2;
(g0) 1
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(gp0) 2

(% i3)  y=gp0*(x-0)+g0;
(% 03) y=2x+1

2 Partie B

B 1) On définit fO et on calcule fO(x)+f0’(x) :

(% i4) £ 0(x) :=(x" 243*x)*exp(-x) ;

(% o4) fo(x):=(x*+3x)exp(—x)

(% i5)  f_O0(x)+diff(f_0(x),x);

(% 05) %e *(2x+3)

B 2) la commande ode2 permet de résoudre les équations différentielles
(% 19)  sol :ode2(y+’diff(y,x)=0,y,x);

(sol) y=%e *%c

B 3) 11 suffit d’additionner les 2 fonctions précédentes (d’apres le cours)
(% i12) define(f(x),rhs(sol));

(% 012) f(x):=%e *%c

(% i15) sg(x) :=f(x)+f_0(x);
(% 015) sg(x):=f(x)+ fo(x)

(% i19) factor(sg(x));
(% 019) %e ™™ (x* +3x+%c)
B 4) sachant que g(0)=1 on détermine la constante %c

(% i22) k :solve(sg(0)=1,%c);
k) [%c=1]

(% i24) rths(k[1]);
(% 024) 1

(% i27) g(x) :=subst(rhs(k[1]),%c,sg(x));
(% 027) 8(x):=subst(rhs(k1),%c,sg(x))
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(% i28) g(x);

(% 028) %e ™ (x*+3x) +%e ™~

(% i29) factor(g(x));
(% 029) %e ™™ (x*+3x+1)

B 5) on cherche %c sachant que la dérivée seconde s’annule 2 fois exactement

(% 136) print("Expression de la solution générale : sg(x)=",factor(sg(x)))$

"Expression de la solution générale : sg(x)="

%e ~ (xz +3x+ %c)

(% i42) print("Dérivée seconde de sg(x) : ",factor(diff(sg(x),x,2)))$

"Dérivée seconde de sg(x) : "
%e ™ (x* - x+%c—4)

La dérivée seconde s’annule et est du signe du trinome x? — x+%c —4. Ce trinome admet deux
racines si et seulement si son discriminant est positif :

(% i45) trinome :expand(coeff(diff(sg(x),x,2),exp(-x)));

(trinome) x%—x +%c—4

(% i51) delta :coeff(trinome,x)" 2-4*coeff(trinome,x” 2)*coeff(trinome,x,0) ;

(delta) 1—4(%c—4)

(% i52) expand(delta);

(% 052) 17—4%c

(% i53) load(solve_rat_ineq);
(% 053)

"/home/mgosse2/logiciels/maxima-5.49.0/share/solve_ rat_ ineq/solve_ rat_ ineq.mac"
(% i59) solve_rat_ineq(delta>0);

17
(% 059) | |%c< -

Les solutions de I’EDO admettant 2 points d’inflexion sont les fonctions dont la constante <
17/4
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3 Partie C

(% 160) f(x) :=(x" 2+3*x+2)*exp(-X);

(% 060) f(x):=(x*+3x+2)exp(—x)

C 1) la commande limit donne les réponses (sinon croissance comparée du cours)

(% 162) ’limit(f(x), x, inf)=limit(f(x), x, inf);

(% 062) lim %e *(x*+3x+2)=0

—x\-\>o00

(% i63) ’limit(f(x), x, minf)=limit(f(x), x, minf);

(% 063)  lim  %e " (x*+3x+2)=c0

—x\—\>-0c0

C 2) On vérifie I’expression de la dérivée, qui est du signe du trinome comme e(-x)>0

(% 164) fp(x) :=diff(f(x),x);

(% 064) fp(x):= %f(x)

(% i66) factor(fp(x));

(% 066) —(%e ™ (x*+x—1))

(% i71) trinome? :coeff(fp(x),exp(-x));

(trinome2) — -x+1

(% i82) sol :solve(trinome2=0,x);

(\/5+1) V5-1
X=— , X =

(sol) 5 5

(% 191) float(sol);

(% 091) [x=-1.618033988749895, x=0.6180339887498949]

On définit ces points afin de les positionner sur la courbe

(% i86) x1 :rhs(sol[1]);

) _(\/§+1)

2

(% i88) P1 :[x1,float(f(x1))];

5+1
P1) [— (\/_2 ),— 1.1905299136244283
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(% 195) x2 :rhs(sol[2]);
v5-1
(x2) —

(% i197) P2 :[x2,float(f(x2))];

v5-1

(P2) 7,2.2832536985009955

(% i174) solve_rat_ineq(trinome2>0);

(\/§+1) V5-1
xX>— , X<

% o074
(% o74) 5 5

(% 176) solve_rat_ineq(trinome2<0);

(\/§+1) V5-1
x<-—

(% 076) x>

)

2 2

|

f est donc croissante sur [(-sqrt(5)-1)/2,(sqrt(5)-1)/2)] et décroissante en dehors

(% 1102) wxdraw2d(
title="Graphique de f",
grid=true,
xaxis=true,
yaxis=true,
xrange=[-3,8],
yrange=[-5,5],
color=black,
line_width=1,
key="",
explicit(f(x),x,-3,8),
point_size=1,
point_type=7,
color=blue,
points([P1,P2]),
color="black",
label(["x1",x1,0],["x2",x2,0])
)

’

(% t102)
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Graphique de f

(% 0102)

(% i79) 1(0);
(% 079) 2

Sur [0,x2], f est croissante avec f(0)=2 donc f est positive sur cet intervalleSur [2,4+00[ f est
décroissante avec une limite nulle donc positive

C 4) La commande integrate permet de trouver une primitive
(% i112) F(x) :=integrate(f(x),x);

(% 0112) F(x):sz(x) dx

(% 1113) ’F(x)=factor(F(x));

(% 0113) F(x)=—(%e ™ (x*+5x+7))

(% i110) F(x);

(% 0110) %e ™ (- x*—2x-2)+3%e " (—x—1)—2%e *

(% i121) expand(subst(a,x,F(x))-subst(0,x,F(x)));

(% 0121) —(%e *a?)—5%e Ya—7%e *+7
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On peut faire un calcul direct

(% 1120) integrate(f(x),x,0,a);

”IS n
a
" positive, negative or zero 7"

positive;

(% 0120) 7—-%e * (a*+5a +7)

(% 1122) expand(%);

(% 0122) —(%e *a*)—5%e Ya—7%e *+7

(% 1130) wxdraw2d(
title="Graphique de f",
grid=true,
xXaxis=true,
yaxis=true,
xrange=[-3,8],
yrange=[-5,5],
color=Dblack,
line_width=1,
key="",
explicit(f(x),x,-3,8),
point_size=1,
point_type=7,
color=blue,
points([P1,P2]),
color="black",
label(["x1",x1,0],["x2",x2,-0.3],["a",5,-0.3]),
filled_func=true,
filled_func=f(x),
explicit(0,x,0,5)

)3

(% t130)
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Graphique de f

(% 0130)

Comparaison avec la résolution par une IA

Partie A

Question 1 : Association des courbes

Analyse :
* () passe par (0;1) et semble avoir une allure exponentielle décroissante.
* C, passe par (0;2) et coupe I’axe des abscisses en (—2;0) et (1;0).
Justification :

* C, admet deux racines, ce qui suggere qu’elle contient un facteur polynomial de degré
2.

* En observant Cy, elle est toujours positive et décroissante apres un certain point, ce qui
est cohérent avec une fonction sans racine.

e La fonction dérivée doit s’annuler aux extremums de la fonction. Sur Cj, on observe un
maximum, donc sa dérivée doit s’annuler.

* C, s’annule en deux points distincts, ce qui pourrait correspondre aux extremums d’une
fonction.

Conclusion : C; représente g et C, représente g'.
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Question 2 : Equation de la tangente

L’équation de la tangente a la courbe de g au point d’abscisse xp =0 est :

y=g0)(x-0)+g(0)
D’apres les informations :

* g(0) =1 (car C; passe par (0;1))

* g'(0) =2 (car C, passe par (0;2))

Donc: y=2x+1

Partie B

Question 1 : Vérification de la solution particuliere

On doit montrer que fy(x) = (x2 +3x)e™* est solution de (E) : y+y =@R2x+3)e".
Calculons fo' (x):
fox) = Rx+3)e ¥+ (x* +3x)(-e ™)
=(2x+3)e = (x®+3x)e "

=(2x+3-x*>-3x)e "

=(-x*-x+3)e” "

Vérifions fo+ f; :

o)+ fi(x) = (x* +3x)e™* + (=x* —x+3)e”*

=(x®+3x—x>—x+3)e "

=(2x+3)e””

Donc fy est bien solution de (E).

Question 2 : Résolution de (Ep): y+y' =0

L’équation s’écrit : y' = —y
C’est une équation différentielle linéaire homogeéne du premier ordre.

La solution générale est : y(x) = Ke ™ ou K€ R.

Question 3 : Solutions de (E)

Les solutions de (E) sont de la forme :

y(x) = fo(x)+ yp(x)

ou yy, est solution de I’équation homogene (Ejp).

Donc : y(x) = (x2+3x)e "+ Ke*=(x%2+3x+K)e *ou KeR.
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Question 4 : Expression de g

On sait que g(0) =1 (d’apres la partie A).
Si g(x) = (x* +3x+ K)e™*, alors :

g0)=0+0+Ke’"=K=1

Donc : g(x) = (x> +3x+1)e*

Question 5 : Solutions avec deux points d’inflexion

Les points d’inflexion correspondent aux extremums de y’, donc aux zéros de y".

Pour y(x) = (x% +3x+ K)e™*, calculons y

Y'(x)=@2x+3)e - (2 +3x+K)e ¥ =(-x*—x+3-K)e *

Calculons y" :
y'(x)=(=2x-1)e ¥ = (~x* —x+3-K)e™*
=(—2x-1+x*+x-3+K)e™*

= -x—-4+Ke*

Pour avoir deux points d’inflexion, y”(x) = 0 doit avoir deux solutions distinctes, donc le

discriminant de x> — x — 4 + K doit étre strictement positif :

A=1-41)(-4+K)=1+16-4K=17-4K>0

Donc:K<¥

Les solutions sont : y(x) = (x2+3x+K)e * avec K< %7.

Partie C

Soit f(x) = (x* +3x+2)e™*.

Question 1 : Limite en +oo

La fonction exponentielle I’emporte sur les fonctions polynomiales :

lim x"e™* =0 pour tout n €N
X—+00
Par croissances comparées :

lim (x*+3x+2)e *=0
X—+00

Question 2a : Calcul de f'(x)

fl(x)=(@2x+3)e ™+ (X2 +3x+2)(—e )
=(2x+3-x>-3x-2)e "

=(-x*-x+1e ¥
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Question 2b : Signe de f’ et variations de [

Le signe de f’(x) est celui de —x2—x+1lcare *>0.

Résolvons —x2—x+1=0:

A=1+4=5
Lo 1xV5_ 1345

) 2
-1-v35

5~ -1,618et xp = =5 ~ 0,618

Les racines sont : x; = —

Le coefficient de x? est négatif, donc —x%—x+1>0sur]x;x[.

Tableau de variations :

* f décroissante sur | —oo; x1] et sur [xy; +00[

* f croissante sur [x7; xp]

Question 3 : Positivité de f sur [0; +oo[
Sur [0; +o0] :

* ¢~ >0 pour tout x
o X*+3x+2=(x+1(x+2)

e Pourx=0:x+1>0etx+2>0

Donc f(x) > 0 sur [0; +oo].

Question 4 : Calcul de ’aire

L aire est donnée par :

A(Oé)=f0 f(x)dx=[F(x)]g = F(a) - F(0)

Avec F(x) = (—x2—5x—T7)e *:
F0)=(-0-0-7)e"=-7
F(a)=(—a’-5a-7)e "

Donc :

Al@) = (-a’-5a-7)e *—(-7)=7—(@®*+5a+T7)e

ou €ncore :

Al@) =7[1-e % - (a®* +5a)e @

Bilan

Maxima demande de la réflexion et une connaissance assez fine des commandes si 1’on veut
récupérer des résultats d’une commande pour les réutiliser. La solution proposée par I'TA est
propre et bien expliquée.
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